Pocatky booleovske algebry
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George Boole (1815-1865)
a matematicka analyza logiky




Uvodni pozndmky

Geometrie a algebra
prispély
k vyvoji matematické logiky a informatiky
rozdilnym zpusobem.

Axiomatizace geometrie
vedla matematiky ke snaham
o vytvoreni axiomatickeho systému logiky.

Algebra predstavovala model (vzor)
k napodobeni pri vytvareni logického kalkulu.



Uvodni pozndmky 2

Jiz v 17. STOLETI zkoumal

Gottfried Wilhelm Leibniz
souvislosti

1. mezi disjunkci a konjunkci vyroku
a

2. mezi scitanim a nasobenim cisel,

ale nedokazal presné formulovat
zaklad logického kalkulu.



O cem budeme dnes mluvit:

V prednasce budou uvedeny

» Zivotni osudy George Boolea

» historické souvislosti
vzniku binarni Booleovy algebry

» Booleovy vysledky ve srovnani s nékterymi
jeho predchudci, soucasniky a pokracovateli.



George Boole

2. listopadu 1815
Lincoln, Anglie

8. prosince 1864

Ballintemple u Corku,
Irsko

* Britsky matematik a filosof,
znamy jako objevitel
zakladl moderni aritmetiky,
nazvaneé pozdeji Booleovou algebrou.

e Je povazZovan za jednoho ze zakladateltu informatiky.
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Prvni Booleovy kroky
Teprve v pojednani

The Mathematical Analysis of Logic (1847)

George Boole vyjadril, ze:

,Algebraické formule mohou byt pouzity
k vyjadreni logickych vztahu.”

| kdyz se touto myslenkou zabyval jiz v mladi,

kdy pusobil na soukromé skole v Lincolnu

a vzdelaval se samostatneé studiem ziskané literatury.



Booleuv respekt mezi matematiky

Respekt mezi matematiky ziskal jiz drive
pojednanim o linearnich diferencialnich rovnicich

A General Method in Analysis (1844).

Svymi uvahami v praci z roku 1847 prispel podstatne:

— ke snaham o vytvoreni axiomatického systému logiky
— k zobecnéni algebraického uvazovani

— k vytvoreni pojmu operator

— k vyvoji symboliky

— k zavedeni a separaci nékterych symbolu.



Booleovy objevy

George Boole dospél ke dvéma dulezitym
objevum:
1. Lze uvazovat o algebrach,

které se tykaji objektu,

jez nejsou v obvyklém smyslu slova cisly.

2. Algebra a jeji metody
mohou byt rozvijeny jako abstraktni pocet
v ruznych interpretacich.



K cemu dospéel George Boole?

Algebra se tedy nemusi tykat jen ruznych typu cisel
od prirozenych ke komplexnim ...,

Vlastnosti operaci - napr. komutativita, distributivita

mohou byt zkoumany na jinych objektech nez
numerickych.

10101010

Kromeé zakladu logiky se George Boole vénoval
diferencialnim rovnicim a teorii pravdépodobnosti.



George Boole — zivot

Otec: John Boole (1779-1848)

obchodnik a svec v Lincolnu.
e Svého syna vyucoval z pocatku sam.
* Otec John meél jen zakladni Skolni vzdélani,

ale velky zajem
o exaktni obory, formalni a akademické vzdélani.

William Brooke, knihkupec v Lincolnu,

oomahal Georgeovi s latinou,
cterou se George ucil
v Thomasove skole v nedalekém Bainbridge.




Mladi

Pozdéji Boole pracoval v mistnim
Ustavu mechaniky v Lincolnu,

zalozen roce v 1833.

Sir Edward Bromhead, ktery znal
Georgeova otce Johna Boolea
(diky jeho cinnosti v Ustavu),
pomahal Georgeovi se ziskavanim
matematickych knih.

1831 - George dostal napf. ucebnici Sylvestra Francoise Lacroixe
od Rev. George Stevense Dicksona od sv. Swithina v Lincolnu.

George Boole jako samouk se bez ucitele stal
béhem néekolika let mistrem v matematické analyze.
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Boole — schoolmaster

* Jako samouk studoval George moderni jazyky.

* V 16 letech se Boole stal Zivitelem svych rodicu
a 3 mladsich sourozenct.

e Ziskal moznost vyucovat
v Doncasteru, v Heigham's School.

* UCil také kratce v Liverpoolu.

* 1834 - zalozil vlastni skolu! Bylo mu 19 let.
Poznamka: Na obrazku je skola v Pottersgate v Lincolnu.

* 1835 — prednaska o vysledcich Isaaca Newtona ...!
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Okno na pamét
George Boolea
v katedrale

v Lincolnu
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Prvni matematické prace

1838 — piSe prvni matematické pojednani (23 let)
1839 — navstévuje Cambridge, setkani
s Duncanem Gregorym, redaktorem ¢asopisu

Cambridge Mathematical Journal (CMJ)

1842 — zahajuje korespondenci s Augustem de Morganem,
celozivotnim pritelem

1844 — korespondence s Arthurem Cayleym (inicioval Cayley),
celozivotni pratelstvi.

1844 — Zlata medaile Kralovské spolecnosti za praci
o diferencialnich rovnicich

1845 — prednaska na vyroCnim zasedani British Association for the
Advancement of Science, setkani s Williamem Thompsonem
(pozdéji lord Kelvin), celozivotni pratelstvi





http://georgeboole.com/boole/life/lincoln/lincolnucc/

Diferencialni rovnice

Pojednani o diferencialnich rovnicich, 1859
Pojednani o poctu konecnych diferenci, 1860
(Calculus of Finite Differences)

V 16. a 17. kapitole prvniho dila o diferencialnich rovnicich
najdeme prehled obecnych symbolickych metod a
obecnou analytickou metodu, kterou uz popsal drive

v ¢lanku v Casopise Philosophical Transactions (1844).

Béhem nékolika poslednich let svého zivota pracoval

Boole na druhém vydani svych Differential Equations

a cast poslednich prazdnin stravil v londynskych knihovnach
Royal Society a Britského Musea, ale dilo nedokoncil.

Isaac Todhunter vytiskl rukopis v 1865.



Teorie pravdépodobnosti

* Druha ¢éast Laws of Thought (1854) vysvétluje
zakladni metody teorie pravdépodobnosti:

e Jeho cil je algoritmicky:
z danych pravdépodobnosti néjakého souboru
udalosti urcit dusledek:

pravdeépodobnost jiné dané udalosti logicky
vyplyvajici z puvodniho souboru udalosti.



O pravdépodobnosti

* Probability is expectation founded upon partial
knowledge.
(Pradépodobnost je ocekavani zalozené na castecné
znalosti.)

A perfect acquaintance with all the circumstances
affecting the occurrence of an event would change
expectation into certainty,

and leave nether room nor demand

for a theory of probabilities.

(Dokonala znalost vSech okolnosti ovliviujici vyskyt
udalosti muze ovlivnit ocekavani v jistoté a nezanechat
ani prostor ani pozadavek na teorii pravdépodobnosti.)
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Analyza

 Vroce 1857 Boole vydal dilo nazvané
On the Comparison of Transcendents, with Certain
Applications to the Theory of Definite Integrals,

V hémz se vénoval souctu rezidui racionalni funkce.
Mezi jinymi vysledky dokazal téz dnes nazvanou
Booleovu identitu:

mes{IEE | R= Z b }zsz
I_F., mr

pro readlnadisla a,>0, b, at>0.

 Zobecnéni této identity hraje duleZitou roli v teorii
Hilbertovych transformaci.



Symbolicka logika

V roce 1847 Boole vydal
The Mathematical Analysis of Logic.
Pozdé€ji ji povazoval za chybné vysvéetleni svého logického
systému
a zdokonalil vyklad v pojednani
An Investigation of the Laws of Thought (1854),
On which are Founded the Mathematical Theories of Logic
and Probabilities

Dilo je povazovano za vyzralé vyjadreni jeho nazord.

| kdyz je to obecné rozsireno,

Boole nemél nikdy v umyslu kritizovat

nebo nesouhlasit se zakladnimi principy Aristotelovy logiky.
Spise ji chtél usporadat,

postarat se o jeji zaklady

a rozsSirit okruh jejiho pouziti.



Booleova algebra

Booleova algebra je uplny systém
{S: {x, 0, 1}, =, 3 operatory vyrokové logiky A, V, -

o

odpovidaji ,,.“, ,+ ., “.}

* P1: Pro kazdou operaci na S plati:
(a) x +0=x a x.1=x
neutralitalaO
(b) x.0=0 a x+1=1
agresivitalaO



Boolelv pohled ->
logika neni jen ¢asti matematiky

Podle George Boolea mohou byt logické vyroky vyjadreny pomoci
algebraickych rovnic.

Algebraické Upravy symbolU v rovnicich mohou byt bezpe¢nou metodou
pro logické odvozovani (deduktivni postupy): t.j.
logika je jen urcity typ algebry.

1 (jednotkou) oznacuje Boole ,universum myslitelnych objekt“.

Symboly, souhlasky a samohlasky jako x, y, z, v, u, atd. , uziva ve
,Vybérovém,, vyznamu pro adjektiva a podstatna jména prirozeného
jazyka.

Takze, jestlize x = rohata a y = ovce, pak postupny vybér vyjadreny
pomoci x ay, jestlize je spojime tfidu ,rohatych ovci®.

(1 —x) vyjadruje vSechny objekty v univerzu, které nejsou rohaté, to jest,
zadné rohaté objekty,

(1 —x) (1-y) vyjadfuje objekty, které nejsou ani rohaté, ani ovce.



Booleova algebra 2

* P2: Operace jsou komutativni pro kazdé x a y mnoziny
S takto:

(a) x+y=y+x a (b) x.y=y.x

* P3: Operace jsou asociativni.
Pro kazdé x, y, z z mnoziny S plati:

(@) x+(y+z2)=(x+y)+z a (b) x.(y.z)=(x.y).z

* P4: Operace jsou distributivni.
Pro kazdé x, y, z z mnoziny S plati:
() x.(y+z)=(x.y)+(x.2) a
(b) x+(y.z)=(x+vy).(x+2)
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Booleova algebra 3

* P5:Zakon dvojité negace
x“=x

Poznamka: Negace booleovské proménné x” odpovida negaci
vyrokoveé formule - X.

* P6: Zakon vylouceného tretiho
x+x' =1 a x.x'=0
* P7:Zakon absorpce
X+X=X a X.X= X

X+X.y=Xx a x.(x+y)= x



Booleova algebra 4

» P8: Zakon absorpce negace
X+X.y=x+y a X +x.y=x'+y
X.xX+y)=x.y a x .(x+y)=x".y

* P9: De Morganovy zakony .
(x+y)=x".y a (x.y) =x"+y’
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Pojem logické funkce

Logickou funkci budeme nazyvat takovou
operaci mezi vyrokovymi formulemi,

ktera po hodnoceni prvotnich formuli
jednoznacné urci pravdivostni hodnotu vysledné
slozené formule z {0,1}.

Vlyrokove formule — vypovédi o objektech.
Skupinu vSech objektUl, na néz je funkce
aplikovatelna nazveme oborem logicke funkce.

Konstanty a proménné



De Morganova symbolika

Kazdé X je Y. X))Y

Kazdé Y je X. X((Y
E. Zadné X neni Y. X).(Y
e. VSechno je X nebo Y nebo oboje. X(.)Y
|. Neékterd X jsou . X()Y
i. Existuji objekty, které nejsou ani X ani Y. X)NY
O. Néktera X nejsou Y. X (.(Y
o. NékteraY nejsou X. X).)Y

= Augustus de Morgan (1806-1871)
je spojovan se zakony, které se uzivaji
napr. k negaci slozenych a kvantifikovanych vyroku.

= Vroce 1847 prispél ale také pozoruhodnym zplsobem
k modernizaci symboliky v pojednani nazvaném Formal Logic.



De Morgan na slepé ceste

 De Morganuv navrh patri ve vyvoji symboliky
ke slepym cestam,
oresto

orispel k rozvoji formalizace naseho mysleni.

* Ve stejné roce - 1847 - vydal George Boole
pojednani The Mathematical Analysis of Logic
a pouzil k formalizaci vyroku
aritmetické operatory
a symbol ,,v“ k oznaceni obecného kvantifikatoru
a hledal dalsi moznosti symbolického vyjadreni
kvantifikovanych vyroku.



Uznani Augusta de Morgana

De Morgan:




De Morganovo uznani

,Booleuv logicky systém je jen
jednou z mnoha ukazek
skloubeni geniality a trpélivosti.

Dokud to nedokazal, nikdo by nevéril,

ze symbolické postupy algebry, které byly

vytvoreny jako nastroj numerickych vypoctd,

byly schopny vyjadrit libovolny myslenkovy krok

a vybavit vSezahrnujici systém logiky
gramatikou a slovnikem.”
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Kvantifikatory

* Booleovo vstupni pojednani o logice vzbudilo diskusi
o kvantifikaci mezi skotskym logikem Sirem Williamem
Hamiltonem, ktery podporoval ,teorii kvantifikovani
predikatu“ a Booleovou oporou Augustem de Morganem,
kterému vdecime za porozumeni dualité operaci.
Booleuv pristup zpusobil,
ze obé strany zustaly v nesouladu.

e Diskuse se tykala vyroku napt.

VSechna A jsou vsechna B.

Vsechna A jsou néktera B. ...

Tehdy vznikla tradice tzv. ,algebry logiky” neboli
algebraické logiky nebo booleovské algebry.



Aristotelska logika v MAL

* Boole se nejprve se zabyva
distributivnim zakonem x(u + v) = xu + xv.

Rikd, e soulet u + v znamend rozdéleni tfidy
na dvé c¢asti - prvni zminka o scitani.
e Dale na str. 17 se vénuje komutativhimu

zakonu xy = yx a zakonu idempotence
x?> =x (Boole — indexovy zakon)

* Tridu non-X popisuje jako 1 — x.

Je to prvni vyskyt odcitani v kapitole
O vyrazu a interpretaci.



Indexovy zakon

X% =x
X. X=X

* Indexovy zakon povazuje Boole
za nejdulezitéjsi ze vSech svych uUvah!

» Zakon idempotence (dnesni nazev zakona)
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Pr.1. Zjednodus: AB(A + B)(B + B):

Vyraz Co jsme pouzili

* AB(A + B)(B + B) Puvodni vyraz

 AB(A + B) Distributivni zakon.
dentita

 ABA + ABB ndexovy zakon

 AB+ AB ldentita

* AB



Priklady

Zjednodus booleovské vyrazy na minimalni
pocet literalu:

* a) Xy + xy’

* b) (x+y)(x+y’)

* c) xyz + X'y + xyz'

e d)(A+B) (A'+B')



Aristotelska logika v MAL - 2

e Zkouma 4 typy kategorickych vyroku a nékolik
typu hypotetickych vyroku:

e VSechna X jsou Y. Xy = X
 Konverze x(1-y)=0

Prvni vyskyt O v MAL — neznamena prazdnou
tridu. Prazdna trida se v MAL nevyskytuje.

Rovnice E = 0 — trida oznacena E neexistuje.



Aristotelska logika v ML 3

* Néektera X jsou Y. V =Xy
VX = Vy
Dusledek: V(1-x)=v(1-y)
Podle Boolea nelze Cist
,Néktera non-X jsou non =Y~.
Symbol v uziva pouze v premisach.



Priklad eliminace y

* Predpoklady (premisy) sylogismu obsahuiji tridy X, Y, Z.
Chceme vyloucit Y.
* Boole zapise predpoklady takto:
ay +b =0
a’y+b’=0
Dusledek:
ab’—a’b=0
Vede vsak algebraicky k trivialnimu zaveru, ackoliv
aristotelsky sylogismus je netrivialni.
Premisy=>ay=0 =>0=0
(Upravy utinil Boole v Laws of Thought.)



Latina a lingvistika

Ve 12 letech ovladal latinu a zacal se sam ucit rectinu.

K pfekladim jej pfived| otec, kdyz mu bylo 14 let,
prelozil Odu na jaro pro Lincoln Herald.

Volné chvile vénoval studiu dalSich jazyku.
UCil se francouzsky, némecky i italsky,
nejen gramatiku jazyku,

ale také literaturu a schopnost mluvit.

Boole ocenoval jisté krasu matematiky,

ale také krasu poesie,

prostredku, jimz lze vyjadrit pocity a city.

V mladi obdivoval italského basnika Danteho (1265-
1321) .



Poesie

Obdivoval poesii Johna Miltona (1608-71)
a velice rad predcital jeho verse nahlas
posluchacim.

Obdivoval i velkého romantického basnika
Williama Wordsworthe (1770-1850).

Sam Boole psal verse ve chvilich odpocinku .
Vybiral si nabozenska témata, klasiku a pratelstvi.

Poezii se vénoval prevazne v letech 1834 — 1849.

Pak se stal profesorem matematiky
na Queen’s College v irském Corku ... .



Boole - profesorem v Corku

Booleovo postaveni matematika bylo potvrzeno
Vv roce 1849.

Stal se profesorem matematiky
na Queen's College, v Corku v Irsku.

Potkal zde budouci manzelku, Mary roz. Everest,
kdyz v roce 1850 navstivila svého stryce Johna
Ryalla, profesora rectiny.

Boole neprerusil své vztahy k rodnému méstu
Lincolnu, napr. podporoval snahy E. R. Larkena
redukovat prostituci.

Boole se stal clenem Royal Society v roce 1857 a
ziskal cestny doktorat z universit v Dublinu a Oxfordu.






Vasnivy klavirista

Soucasny vyzkum ukazuje,
ze byl George Boole dobry hudebnik.

Ve svém byté mél pianoforte (Grenville Place 5)
Muzeme spekulovat, ze pri hre pozoroval z okna

pomalu plynouci reku Lee.

Hral Chopina nebo Schuberta?

Spojil svou lasku
k matematice s obdivem k hudbé?

Zkoumal hudebni kryptogramy typické pro Mozarta?



Dalsi zajmy- fotografovani

Boole - prikopnik fotografovani

* Povazoval fotografie za umélecka
dila.

* Prijednom setkani Cuvierian
Society ukazoval krasné
fotografie katedraly v Lincolnu.

* Prijiné prilezitosti v oddéleni

umeéni promluvil o figurativnich

daguerotypiich francouzského
prukopnika fotografického umeéni

Louise Daguerra (1787-1851).

Vpravo: George Boole v poloviné

ctyricatych let 19. stoleti.
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V4 ’

Boole a inovace ve vzdélavaniBoole a
inovace ve vzdel

'y 1
e Zavedl uzivani tabule! ==
* Essay on Education:

V4 V4 V4

"The practice in our schools

is to begin with the grammar
and to end with the application.
We pass
from the general formula

to the particular instance, not as in the order of
Nature’s teaching from the particular to the
general rule.”
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Cuvierian Society, Cork

V roce 1835 byla v Corku zalozena Cuvierian Society,
ktera méla spojovat lidi majici zajem o péstovani vedy
literatury a umeni.

Boole byl v roce 1850 zvolen za Clena a v roce 1854 se
stal prezidentem spolecnosti.

V roli prezidenta podporoval ‘a conversazione for the
educated classes’, kterych se ucastnilo az 1 400 lidi.

Pamatna je jeho vynikajici prednaska, ktera se konala
vecer 29. kvétna 1855 o rozdilech mezi védou a
umenim. Vysvetlil také svou predstavu o nezbytnosti
obou oblasti pro vyvoj spolecnosti.

Vénoval se téz recké a rimske historii, filosofii a
socharstvi, vykladim gotické architektury.



7.6.2016

Mary Everest Boole

V roce 1855 se ozenil

s Mary Everest

1832 -1916
(neteri George Everesta),

ktera pozdéji napsala
nékolik naucnych praci

o zakladnich myslenkach
sveého manzela a

o svych metodach
vyucovani matematice.

Alena Solcova, FIT CVUT v Praze
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Rodina — 5 dcer

Booleovi meéli pét dcer:

Mary Lucy Margret (1856—1908) si vzala matematika Charlese Howarda
Hintona a méli 4 déti: George (1882-1943),
Eric (*1884), William (1886—1909)! a Sebastian (1887—-1923)

Margaret, (1858 — 1935) se provdala za Edwarda Ingrama Taylora, umélce.

— Jejich nejstarsi syn Geoffrey Ingram Taylor se stal matematikem
a Clenem Royal Society.

— Jejich mladsi syn Julian byl profesorem chirurgie.

Alicia (1860-1940), matematicka,
vyznamné prispévky ke 4-dimensionalni geometrii.

Lucy Everest (1862—-1905), prvni profesorka chemie v Anglii

Ethel Lilian (1864-1960) si vzala polského védce a revolucionare
Wilfrida Michaela Voyniche a autora romanu The Gadfly (Otravny clovek).



Zaver zivota

* Vroce 1864 George cestou

do s
Sel c
a pa

polé

koly zmokl,
estém asi 2 mile,
< ucil v mokrych satech,

prochladl, dostal zapal plic.

 Manzelka Mary ulozila
nemocného na lUzko a podle
pokrokovych metod je;

vala pri horecce vodou.

Georgeuyv stav se zhorsil.

7.6.2016 Alena Solcova, FIT CVUT v Praze 49



ProC zemrel Boole ve vysokych
horeckach?

 Mary Everest Boole, manzelka, vérila,

ze |lécba ma odpovidat pricine.

* Protoze onemocnél po promoknuti ve

studeném desti,
tedy na néj lila do postele kbeliky vody.

* Pozdéji vydala
Philosophy and Fun of Algebra, 1909



Z nazoru Mary Boole

,2Andelé a druhé odmocniny zapornych Cisel ... jsou
poslové z dosud nepoznané rise a prichazeji nam fici,
kam mame dal smérovat; ukazuji nam cestu, kterou se
tam dostaneme a kam bychom nyni jit neméli.”

Rovnéz napsala, ze [jeden vyborny student matematiky
v Cambridge] ,,zacal premyslet o druhé odmocniné

z minus jedné jako skutecné véci az z toho prestal spat
a zdalo se mu, ze se sam stal touto odmocninou a ted’
se nedokaze umocnit nazpeét; tak z toho onemocnél, ze
se ani nemohl dostavit ke zkousce.”



Hrbitov u sv. Michaela,
Blackrock, Cork, Irsko

8. prosince 1864
George Boole
ve 49 |letech zemrel.

Je pohrben na hrbitove
u kostela sv. Michaela
v Kostelni ulici
(Church Road)
v Blackrocku
- predmesti Corku,
v Irsku.
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Pokracovatelé

Claude Shannon (1916 — 2001)

" seznamil se s Booleovou algebrou jesté jako
student

" pozdéji zjistil, ze |ze tuto algebru pouzit
k optimalizaci soustavy telefonnich ustfeden

= ukazal také, ze reléové site Ize pouzit
k reSeni problému Booleovy algebry

George Boole s Shannonovou pomoci polozil zaklady
digitalniho véeku.



Lincoln, katedrala
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VIevo deta|I nejnizsi tretiny okna —

-, dedikace Georgi Booleovi
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